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Abstracl
Thepurposeofthispaperistodetermineexplicitlyboth
the Euler－Lagrange equations for a conformal YangrMills
functionaland aconformalEiIIStein－Yang－Mills functional
on thespace ofallWeylstructures・We caIICharacterize
bothcriticalpointsofaconformalYangAMillsfunctionaland
aconformalEinstein－Yang－Millsfunctionalた汀Weylstruc－
tures on four dimenslOnal Einstein－Weyl manifolds which
aresatisfyingeitherafBnesymmetric，VanishingCotton－York
tenosrorconformally触t．
1．INTRODUCTION
ln this paper，WeStudy theEinstein－Yang－Mills equationson
Weylmanifbldswhicharecloselyrelatedtogravitationaltheory
andgaugetheory・Recently）Smoller，Wasserman，YauandMcleod
（cf．lSWYMl］）studiedtheEinstein－Yang－Millsequationinafour
dimensiollalspacetimewithSU（2）gaugegroupandprovedthe
existellCeOfaglobalstaticsolution・Theirfunctiollalonthespace
9JtofallRiemannianmetricswasthehmousEinstein－Yang－Mi11S
functionalwhichisglVenaSfbllows＝
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Where Rgis theRiemanniancurvatureofgands91Sitsscalar
curvature．Under the condition that the Levi－Civita connection
Ofg glVeS Yang－Mills丘eld，the Euler－Lagrange equation ofthe
functionalEYM onmis wellknownas the bllowingEinstein－
Yang－Millsequation（cf・lSWYM2，pP・239－240］andlSWYMl］）：
Ricg一芸sgg＝T，
whereT：＝2（R。T（1／4）LZt。l3g）isthecnergy一mOmentumtenSOr
associatedtotheYang－Millsfield．TheEinstein－Yang－Millstheory
OnaRiemannianmanifoldhastwolngredients．Oneisthescalar
CurVatureCarrylngagraVitationalpartandtheotheristhecur－
VaturetenSOrCarrylngaYang－Millspart，BothofthemareglVen
bytheLevi，Civitaconnection．
AnimportantguidingprlnCipleingeometryistherequlrement
Ofnaturality・Inthispaper，WeCOSideraWeylstructuresetting
Oftheabovetheory．BecauseaWeylconnectionisanaturalset－
tingforgravitationaltheoryandaWeylstructurewithvanishing
COnk）rmalCotton－York tensor plays anessentialroleingeneral
relativity（cf・lB－M］，lH－CLlIva］and［KNT］etc・）・
Moreover，We COnSider the unified theory between agravita－
tionalfield and aYangTMillsfieldusingaWeylconnection．So
thatourfunctionalEy〃onthespace野ofallWeylstructures
is as bllows：
叫タ，坤＝上し糾璃）Ug，
whereRDisthecurvaturetensorofaWeylconnectionDandギ
isitsscalarcuvature．NotethatourEy財isanaturallyconfor－
malgeneralizationofEy財J・Then，WehavetheEuler－Lagrange
equationsofEIW，eXplicitly（cf．Theorem4．25）．
Inthefourdimensionalcase，Wedeterminethecriticalpoints
（g，D）ofEm4undertheconditionthatMisamnesymmetric，
oritsCotton－Yorktensorvanishes，OrMiscon丘）rmallyflat（cf・
Theorem4．26）．
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Furthermore，WeShow（cf．Theorem4．23）thatal1fourdimen－
SionalEinstein－Weylmanifoldssatisfyingoneoftheabovecon－
ditionsandwithvanishingenergy一mOmentumtenSOr，areCritical
pointsofourconhrmalYa，ng－Millsfunctionaly財on9Vwhichis
glVenby
叫欄：＝方軸タ・
2．STATEMENT OF MAIN RESULTS
Inthissection，WeStateOurmainresults，mOrepreCisely．Inthis
paper，WealwaysassumethatMisann－dimensional，COnneCted，
0riented，COmpaCt，CCX）manifoldandn≧3・AWeylstructure
on M consists of a torsion一丘ee connection D and a conbrmal
struCture C such that D preserves C，Namely，for any g∈C
thereexistsa1－fbrmLJ∈Al（M）whichsatisfiestheWeylequation
Dg＝W㊥9．AmanibldequlppedwithaWeylstruCtureiscalleda
Weylmanibld・LetmbethespaceofallRiemannianmetricson
M，C，thespaceofalltorsionAfreea伍neconnectionsonMand町
thespaceofallWeylstructuresonM・Weconsiderthefollowlng
functionalonaWeylmanik）ldM＝
且｝肌mxC→R，（抑止軽岬肪
whereRDisthecurvaturetensorofaWeylconnectionDde丘ned
byRD（X，Y）Z：＝DxDYZ－DYDxZ－DlX，Y］Z，SPisitsscalar
curvature，l・lgisthenorminducedbyaRiemannianmetricgand
Vgisthevolumeformwithrespecttog・
Now，WereCallanaturalisomorphism丘・OmmXAl（M）to9V
（cf．lIFU，p．554］）．Namely，forany（g，u）∈mXAl（M），uSingthe
Levi－Civitaconnection∇，WeCande丘nethecorrespondingWeyl
COnlleCtionDby
（2・1）かズy＝∇ズy十呈（ダ（方，y）ud－U（y）ズー山（ズ）y｝，
whereLJddenotesthedualvectorfieldofa1－brmcJ∈Al（M）with
respecttog・恥omthisidentification？WeCanStudytherestricted
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functionalEml野Onthespace9Jtxjll（M）insteadofthespace
∑野asfbllows：
βy好打＝＝gy乱すl沙＝幻ブ三cmxAl（叫→股・
Here，We COnSidered thefollowlngVariationalproblem on the
SpaCe9Dofal1Weylstructur？S・Fix（g，LJ）∈9JtxAl（M）竺9D
andconsidersmoothdeformatlOnSOfRiemannianmetricsgt∈m
andトbrmsLJt∈Al（M）（－E＜t＜E）suchthatgo＝gand
の0＝ご山・
Ourmainresultsarethebllowlng，WedenotetheRiccitensor
OftheLeviTCivitaconnection∇anditsscalarcurvaturebyRic∇
ands冨，reSpeCtively・Here，WeadoptthehllowlngnOtation：
Iミ
点β（ズ，y）＝＝∑ダ（月か（ガ，ei）eJ，eた）ダ（月か（㌫ei）ej，eた），
豆，j，た＝1
m
q（∇JDが）Z：＝∑（∇。1絆的（ei）Z，
五こ1
71
q（∇∂8月β）y：＝∑（∇。i∂8月β）（y）el，
も＝1
几
（divダ∂βが）（坤′：＝∑ダ（ei，（∇。J8月勺（ズ）咋
2＝1
q（divg∂β的（方，y）＝＝ダ（璃（divタ鵬隼）
：＝ダ（方，至純棚）（e湖ei），
も＝1
山（∂8月か）（ズ）y＝＝ダ（U臼，∂8月β（ズ）y），
wheretei）Z＝lisanorihonormallocal＆amefieldwithrespcetto
ダ・
Then，WeObtain
4
Toshlyukllchiyama
Theorem2．1．（cf・Theorem4・25）Lel（M，C，D）beann－dimensw－
7αJcompαCf，CO乃meCね40γ彿mfe W叩　mdmわJ W拙兢e Weが
叩面前」軸＝U㊤夕．rんeれ　αCO視pk（タ，β）玩三かigαC元琉融
po哀れ£01£んeJお花cJio乃α／βy〃W：卯→Rかm Omねび克βα叫k9
中β一芸朝夕上房（divタ紺）＋項耶堀牛C押月β）
：票轟豊悪蒜芸
q（紺）一咄甥Tト（碑琳）））ロ＋吉（乃一勝瑚＝0，
ひ加reCHemOfeざ娩ecomrαCわ0m小一娩α犯的一班compome乃ねαぷ
αOUeαmduが由純　血αUeCkげ脚dcorre坤0れ軸0（タ，β）∈∬・
Asitsapplication，WeObtainthefollowingEinstein－Yang－Mills
systemwhichcharacterizescriticalpointsofourconk）rmalEinstein－
Yang－MillsfunctionalEmon野・
Theorem2・2・（cf・Theo誓m4・26）Assumethalatriplet（M・C・D）
β誠尋egOme扉娩eわbWmダCOmd正0mβ：
（1）（耳C，β）isαれ和一dimemβiomαJcompαC己，COmmeC叫0γ豆eれ£ed
WeyJmαれ杓はαm　αWeがcommeCねomかβα古壷eS娩e yαれダー〟のb
e視αわ0れ，
（2）（〟，C，か）ねαかr dimemgわ循αJcompαCf，COm柁eCねd，0わー
eれね坑櫛me叩mmdricガれ雨e和一晰扉翻脚頑舶（0rmOregeれer－
d毎軋壷ゐ刀やαrαJJe月五cc玩朋Or），
（3）（耳C，か）ねα♪用r dimemβ0mαJcompαC亡，COmmeC軸or豆－
eγlfed，βimJfe豆かWeyJmαm坊フJdM云娩Uα花豆ぷん亘れダCo伽れ一拍rたまe71βOr，
（4）（耳C，β）京間かurd盲memβ云0れαJcompαCま，COmeCねd，Oriemまed
co71かm崩れ伽日勤強彿－Weがmαれ小は
机タ，刀）∈脚ねαCr肋αJpom可娩e伽C如mLE財Ⅳ：∬→軋
娩em娩eルbWm　戯れ占われ－y瓜陀ダー減損相加m痢加か肋前車加
e uαわomg　0血
（Ric∇一鉢＝中∇一芸璃ダ），J∇月∇＝0．
Moreover，WeCanCharacterizecriticalpointsoftheconformal
YangTMillsfunctionalasfollows．
Theorem2・3・（cf・TheoTem4・23）Assumethatatriplet（M，C，D）
βαわ顔eβ0meO　兢eルわび氾ダCOmd克0和ぎ：
（1）（〟，C，β）由αかW壷me†lS五071αJco7坤αCま，CO氾穐eCfed，Ori－
e71fed，q伊me叩mmd蕗∴坑那加彿－Wey mα関節は（ormoregemer一
正毎眈崩九か一四m地目短南柏朋併），
（2）（〟，C，∂）彿αル祝γ前m即捕われαJcompαCま，COmmeCねd，Or豆一
e71短日勤強彿一隅がmm的最前娩…壷海関C州m－1加He柁β0㌢，
（3）（耳C，刀）豆sdかげd互me7柑OmhompαCf，COれmeCね坑0rie如ed
CO痴rmα鞄伽戯mfem－WeyJmαれわは
椚んee乃el肝mOmemUmkmβOrT＝＝2（点β－（1／4）Iが悔）＝0，
娩emαCO叩ね（タ，β）ねαCrはCα軸0m可娩ecoゆrmqα陥れが一九親心
かmc≠豆0れαJl財W．
3．PRELIMINARIES
In thissection，WeeXplainallmaterials neededlater．Weal－
WaySaSSumethat（M，g）isann－dimensional，COnneCted，Oriented，
COmPaCt，C∞Riemannianmanifoldwithoutboundaryandn≧3．
0ntensorspacesonMwehavethecanonicalinnerproductwith
respecttog（pointwise）denotedby〈・，・〉gandontheirsections
theglobalinneTprOductdenotedby（．，・）：＝L4〈・，・〉gVg，Where
VgisthecanonlCalvolumek）rmWithrespecttog・Letmbethe
SpaCeOfallRiemannianmetricsonM，C，aCOn簸）rmalstructure
On M，C，the space ofall torsion－h・ee afnne connections on M
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and町thespaceofallWeylstructuresonM・Here，aCOuple
（C，D）isaWeylstructureifforanyg∈Cthereexistsa1－form
誓∈Al（M）suchthattheWeylequationDg＝LJ⑳gholds，that
lS，brガ，㌫Z∈王（〟），
（且柑）（㌫Z）＝U（ズ）ダ（YZ）・
Fbranendomorphismf∈11（End（TM）），WeCanuniquelyde－
O
terminethe（0，2）－tenSOrfieldf∈T（rM⑳rM）usingametric
gasfo1lows（ef・lBGM，p・22］）・
0
（3．1）　　月方，y）：＝ダ（gJ（y））且，y∈烹（〟）・
Hereandinthesequel，Wewillidentifyanendomorphismfwith
O
thecorresponding（0，2）－tenSOrfieldfandusethesamenotation
lbrbothorthem・
F。r。∈Al（End（TM））andX∈3：（M），（α（X））T∈Il（End（TM））
isdefinedbythetransposedmapofα（X）∈71（End（TM））with
respecttog，namely，fory，Z∈芝（M），
（3．2）　　頼α（弟）7℃Z）＝ダ（恥（∬）Z）・
Here，WereCallthecovariantderivativeofanEnd（TM）－Vahled
1－fbrm．Letαbe anEnd（TM）－Valuedl－brmand∇theLevi－
CivitacollneCtionofg．Then，Wedefine（∇xα）（Y）∈Il（End（TM））
by
（∇ガα）（1′）Z：＝∇ズ（α（y）Zトα（∇ズy）Z一α（y）∇∬Z・
Tbstat。。。rr。S。lts，Weheedthehllowingcontractions（orvec－
torvaluedtraces）for（1，2）TtyPedtensorsα，∇xα∈Al（End（TM））
（cr・［N－S，p・52廿
7
Definition3・1・Forα∈jll（End（TM）），Wedelinethecontrac－
tions（㌢（．）andq（・）・by
71
（1）q（α）：＝∑α（ei）ei＝¶ダ（（鋸′巨→α（ズ）n∈三（叫，
i＝1
Il
（2）q（αT）：＝∑（α（ei））㌔＝項（ガ，y恒（α（弟）T｝′）∈王（叫，
i＝l
71
（3）q（∇α）Z：＝∑（∇e両（e2）Z
t＝1
Il
＝∑（∇。l（α（e豆）Z）－α（∇。lel）Z－α（eT）∇。一g）
豆＝1
＝ngt（方，y）卜＋（∇ガα）（y）Z）∈貰（〟），
71
（4）q（∇α）｝′：＝∑（∇。1α）（y）ei
も＝1
7l
＝∑（∇。，（α（y）e3）－α（∇。iy）e五一α（y）∇。ie豆）
2＝1
＝廿が†（∬，Z）←＋（∇ズα）（y）Z）∈貰（〟）・
Thesede丘nitionsareindependentofthechoiceofbasis（e調＝1・
Here，αγ∈Al（End（TM））isdefinedby
（3・3）αT：王（叫→r（End（r叫），ズトαr（弟：＝（α（弟）T．
Then，forf∈C∞（M），WehaveαT（fX）＝fαγ（X）．So，the
contractionCZ（αT）∈王（M）iswell－defined．
Usingthecontraction（巧ofα∈Al（End（TM）），Wepreparethe
bllowingトformGZ（α（・））∈Al（M）definedby
71
C綽（・））：ズ→窃（α（弟）：＝∑〈α（ズ）et，e豆〉ダ
i＝1
＝u†（羊Z）ト＋〈α（ズ）㌫Z）が），
Whichisindependentofthechoiceofbasis（ei）Z＝1・
β
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Then，WeuSethebllowlngequationinProposition4・12・
（3・4）（舶（・）））に＝．乞〈et，α（e潮gej・
1，2＝l
WedefinetheexteriordiHerentiationinducedbyD，
dD：Ak（EndTM）∋p→dDp∈Ak＋1（EndTM）asfbllows＝
（3・5）
た＋1
鵜（Ⅹ1，…，∫組）：＝∑（－1）由βズー（甲（ズ1，…，まi，…，ズ抽））
2＝1
十∑（－1）叶p（匪，瑚ズ1，…藩，‥・，ま∫，…，ズ組），
も＜J
forXl，”．，Xk十1∈r（TM）．HerekimeanStOdeleteXiinthe
equation（cf・lUr4，p・163］）・
Tbd。finethecodiHerentia16D：Ak＋1（EndTM）∋撃→6Dp∈
jlk（EndTM），Weneedthenotionofaco両ugateconnection万
whichisllniquelydeterminedbyanafhneconIleetionDasfo1lows
（cfつN－S，P・20］）：
（3．6）　　和（YZ）＝ダ岬kyZ）＋ダ（㌫万人Z）・
Usingana伍neconnectionDanditscoJugateCOnneCtionD，We
cande丘nethecodi鮎rential6Dastheformaladjointoftheexterior
difrerentiationdD．LetFbeavectorbundleoverann－dimensional
COOmanifbldMandAk（F）：＝Zl（＜krM㊤F）・Then，Wehave
Proposition3．2．（cf．lDIU，Proposition2・4］）Fbranyp∈Ak＋1（F）
αmdUecg07・βe紘L範∈王（〃）（i＝1，‥・，妬娩e co離rem磁αJ
∂βや∈Aた（ダ）ねgiUem軸
71
（3．7）（勒）（ズ1，…，ズん）＝一∑（万。，撃）（ei，礼・日，Xた），
も＝1
αmdぴellαUe
（3．8）　∂Dp＝（－1）紺＊－ldか＊甲＝－（－1）れた＊dD＊甲，
∽んere＊：Al（ダ）→A”当ダ）（J＝0，…，m）由扉はガ0軸egαrOper－
αOrWか　re呼eC　わダ・
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Inthefo110wlngSeCtions，WeCanformulatetheYang－Millsequa－
tionandtheEinstein－Yang－MillsequationonWeylmanibldsus－
lngthiscodi庁erentialoperator6DinducedbyDand万．
Tbstateourresults，Weintroducethedivergenceoperatorfor
End（TM）－Valuedl－forms．
Definition3・3・Forα∈Al（End（TM）），thedivergenceofαWith
respecttogdenotedbydivgα∈Al（End（TM））isde丘nedasfo1－
lows：
71
（divの（ズ）y：＝∑ダ（eい（∇。両（ズ）y）・
i＝1
Wealsousetheusualdivergence丘）ra（0，2）－typedtensorfield
Whichisoftenappearedinrelativitytheory．
De丘nition3・4・Forany（0，2）－typedtensor丘eldT，thedivergence
OfTwithrespecttogdenotedbydiv9T∈Al（M）isdefinedas
bllows：
71
（divgT）（弟：＝∑（∇。ir）（ei，ズ）・
iここ1
The（0，4）一七ypedcurvaturetensorR5’ofaWeylconnectionD
isde伝nedby
呼（方，㌫Z，Ⅳ）：＝ダ（月β（方，y）Z，呵・
Inourresults，WeOftenusethesymmetric2AtenSOrfieldjiD∈
S2（M）de点nedby
m
（3・9）点か（ガ，1つ：＝∑月針ズ，eわeかe太）月㌘（㌫e7，eJ，eた），
軸，た＝l
Where（ei）g＝lisanorthonormallocalframefieldwithrespcetto
ダ（cfつBes，p・51］）・
Then，WereCallthefollowingpropertiesofRF（cf・lIFU，p・562］）・
川
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hemma3．5．上e自〟，C，β）beαmm一助靴冊壷Ⅶ＝桁がm調所混
血柄振体軸叛四面軋拘＝U⑳　αm兄針短（0，4）一物edc視γ－
Uαれげefe71βOr扉（タ，β）∈∬・merl，UeんαUe
（1）月㌘（㌫ズ，Z，Ⅳ）＝一月針ガ，㌫Z，Ⅳ），
（2）月㌘（方，㌫町Z）＝一月㌘（ガ，㌫Zル）－（du㊥ダ）（方，㌫Z，Ⅳ），
（3）榊，町ガ，y）＝蠍方，y，Z，Ⅳ）＋芸（（dU⑳ダ）（町ズ，Z，y）
＋（du㊤の（町X，Z，y）＋2（du⑳ダ）（方，Z，町y）
＋（du⑳ダ）（Z，｝1町可，
W九er⑳ね娩e∬視挽αr柁盲－Ⅳom血fm血Cかαmy2一転別冊壷直通
軸（ん⑳可（方，㌫Z，Ⅳ）：＝ん（ガ，Z）た（㌫Ⅳ）＋ん（㌫Ⅳ）た（ズ，Zト
ん（方，Ⅳ）た（㌫Zトん（㌫Z）た（ズ，Ⅳ）・
Here，the2－formdLJiscal1edtheFaraday2－form（orFaraday
curvature）correspondingtotheWeylstructure（9，D）∈∬（cf・
lCal，p・3，p・6］and［P－T，P・156］）・ThisFaraday2－formdLJplaysap
importantroleinourEinstein－Yang－MillstheoryonWeylmanl－
blds．
The eurvature tensor RD ofaWeylconnection D has com－
plicatedpropertieswhicharefarfromthoseoftheRiemannian
curvatureoftheLevi－Civitaconnection∇ofg．Correspondingto
thisfact，theRiccicurvatureRicDof（g，D）∈∬hasthebllowing
relationtotheRiccicurvatureRic∇ofg・
I，emma3．6．（cf．lNar，P・1051）Fbrann－dimensionalWeylman一
妨融（〟，C，β）び壷ん娩e Weが叩址αfoれ鞠＝U㊤ダ棚e　αUe
Ricか（糟）＝Ric∇（ガ，y汗‡（れ－2）（山⑳項ズ，y）
弓恒1）（∇ズ抑）一言（∇－′U駆）
弓ダ（方，y）div証言（れ－2）脇（椚）
WeconsideraconformalgeneralizationoftheEinstein－Hilbert
functionalon9Dandusethefollowlngformulawhichdescribes
ll
thescalarcurvatureSf’ofaWeylconnectionDusingthescalar
curvaturesyoftheLevi－Civitaconnection∇ofgandthel，form
LJCOrreSPOndingtoaWeylstruCture（9，D）∈野．FromLemma
3．6，Wehave
Proposition3・7・Let（M，C，D）beann－dimensionaLWeylman－
埴）は旭正　統el析秒＝準用転用上旬＝U㊤タ．meれ，ひeゐαUe
ギ＝Sy一芸（几一1）（れ－2）帖（和一1）∂∇叫
Ⅷゐere∂∇U＝＝－∑告1（∇。，U）（el）・
Here，WereCal1thenotionofEinstein－Weylstructuresandafhne
SymmetricstructuresonaWeylmanifoldtostateourresults．The
notionoftheEinstein－Weylequationisaconformalgeneralization
OftheEinsteinequation．
Definition3．8．Let（M，C，D）beann－dimensionalWeylmani－
k）ld，Then，（M，g）hasanEinstein－WeylstruCtureifthesymmet－
ricpartoftheRiccitensorRicDgivenbyaWeylconnectionD
is proportionaltoaRiemannianmetricg，namely，thefo110wlng
EinsteinrWcylequationholds：
範憫（Ricか）＝Ag，
whereSym（RicD）（X，Y）：＝RicD（X，Y）＋RicD（YX）andA∈
C∞（〃）．
AmanifbldequlppedwithanEinstein－Weylstructureiscalled
an Einstein－Weylmani丘）ld．The Einstein－Weylequationisalso
describeduslngtheLevi－CivitaconlleCtion∇ofgasfollows：
Ric∇＋誓（軸叫∇小曲）＝4ダ・
AnEinstein－WeylmanifoldissaidtobeclosediftheFaraday2－
brmdu＝0．
Forourresultsandexamples，WeneedthefbllowingTheorems
and Definitions．
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Theo㌢m3・9・（cf・lDIU，Theorem4・7］）Let（M｝CID）beaJour
dme氾SOmαhbse　Ⅳeがのりαmわはび石肌兢e Weyge視αわomかダ＝
U㊥ダ・r九両砺轡空費憫誓聖捌誓叩聖肋
（1）で磁commeC如犯か．ゐαmmimgerの1磁coゆmα陥れダー
〟抽かれC如氾αJ
y〃Ⅳ：（タ，かいん1月か臨
（2）（9，か）∈野壷屠れde乃－Weがαmd兢e飽rα叩2－かmdu＝
0，（3）m（叫櫛血α′哀れ0髄rSeれCe，ヱαm軸＊月β＝士兄万，
相加re＊ね娩e月b軸eβ加Opeγαかαm Rβ壷娩ec祝γのαれげeね朋Or
紺em軸兢eco喝短めco柁meCわ0mβ・
Next，WereCallthenotionofana瓜nelocallysymmetricmani－
fo1d．LetMbeaC∞manifoldwithanafEneconnectionDwhich
hasthetorsiontensorTDandthecuvaturetensorRD・Amani丘）1d
equlppedwithana蝕leCOnneCtioniscal1edanafhnemanifold・
De蝕ition3．10．A co叩Je（〟，β）iβ櫛柁ehcα勒Symmefr五Cげ
eαC恒om扉〝　α川mOpmme毎柚oroodoれW最Cんね即Ode彿C
叩mm的壷α和　がmeかumβかrmα如れ・
Then，WeknowthefollowlngreSult・
Theorem3・11・（cf・lHel，p・198］）An櫛nemanyold（M，D）is
櫛meわcd極印mme行わずαmdom転げ娩eわrβ桝由かeαmd兢e
cむrUα加ei叩α相聞ひ豆的r叩eC摘αmq帥ecommeC£わ0和か，mαmegy，
rp＝0αmdか月か＝0．
AWeylmanifoldiscalledlocallytrivialiftheFaraday2，fbrm
dLJ＝0．About theconditionwhichana侃nelocallysymmetric
Weylmanifoldislocallytrivial，WeknowthefbllowlngreSult・
Theorem3．12．（cf．lIt3，P・40］）Let（M，C，D）beann－dimensional
酌がm所仙施拙組＝物直四面眈拘＝山㊨ダ・椚ゐe飽和的
2Jormdu如mJge W娩r叩eChbαWeがco柁meC如舘か柁αm軸
かズdu＝0秒αmyUeC如何dg∈王（〟），兢em（叫C，β）isJoc的
柄前d㍉柑酢疎ん娩e貝沼痛叩2イ0rm血＝0・
Moreover，WeknowthebllowlngmOregeneralresult・
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Theorem3・13・（cf・lIt3，pAl］）Let（M，C，D）beann－dimensionaL
COmmeCfe WeyJmαm姉はび壷ん娩eWeがeUα石om鞠＝の⑳夕．桁ま
ねq帥e叩mmerね（0rqがmebcα勒βymme岩間）0rmOreがmerα勒
彷e戯cciわれSOrRicD軸的Jkひれγの甲eC紬dWeがcom柁eCわ0m
か，正好は崩beわC叫画料叫mm軸，娩e飽和血y2－かmdの＝0．
Here，We need the conformal Cotton－York tensor whichis a
COnformalinvariantofaglVenWeylstruCuture・Indimensionfour，
WeylstructureswithvanishingconformalCotton－Yorktensorplay
animportantroleingeneralrelativity・
De負nition3・14・ムeま（〟，C，β）あeαm恥前mem占われQ WeyJmα柁一
班最（穐≧3）・rゐecolゆrmαJCo伽柁－1匂rたfeれ古0rCか01αⅣeyJ
βか視CWe（タ，か）∈野お　顔me　軸
CD（ズ，㌫Z）：＝（βy月‘β）（方，Zト（βズ∬β）（rZ），
ひんereガか血統egco祝われわれ∫Or（or兢eれ0rmα存ze戯cciわれの4
可かダiUe71軸
ガβ：＝ふ（Ricか－
Then，Ivanovprovedthefo1lowlngreSult，
Theorem3・15・（cfつIva，p・458］）Am　戯れ扉em－WeがβかuCれげe
前仏間面前わの馴？わrmαJCo紙用一拍γたfe7即rOmαmmdimem占0mJ
COmpαCfcomわrmαJm肌的Jd壷Cわざe坑れαm軸，兢e凡rαdy2Jom
血＝0（乃≧3）．
TheWeylconformalcurvaturetensorWDof（9，D）∈町is
glVenby
Ⅳβ＝＝月ぎー
2（陀－2）
1
勒mo（Ricβ）㊤ダ
27も（雅一1）ギク⑳ダー芸du㊤ダー呈du㊤タ，
whereSym。（RicD）indicatesthetrace－freepartofSym（RicD）（cf．
［PPS，p・707］）・
Then，Weknowthefo1lowlngreSult，
14
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Theorem3・16・（cf・［Cal］，［E－T］）Let（M，C，D）beann－dimensional
Eれ雨em－WeyJmα犯的調（花≧4）料紙机磁壷軸l栴yHeれβ0γⅣβ，
拘αme毎，CO7－わrmα勒邦吉・me71，娩e几mdαy2－かm d短＝0．
4．VARIATIONAL PROBLEMS FOR WEYL STRUCTURES
Fixacouple（g，LJ）∈mXAl（M）空∵辺Jandconsidersmooth
deformations ofRiemannianmetricsgt∈！mandl－brmswt∈
Al（M）suchthatgo＝gandLJo＝W卜Eくl＜E）．Weconsider
thefollowingEinstein－Yang－Millsfunctionaldefinedby
且叫，坤＝〟一利現）U9：＝一勒恥叫タ，β），
wherethetwofunctionalsHP：！別×e一斗IRandl¶オ：mXe→取
areglVenby
月P（タ，β）
1財（タ，β）
?????．???
?????
?
??
???
Here，WeCallHPandl財theIlilbert－Pedersenfunctionalandthe
COnfbrmalYang－Millsfunctional，reSpeCtively．Weusethefbllow－
lngreStrictedfunctionalsdenotedby
厨川Ⅳ＝＝β叫野，肝Ⅳ＝＝可野，mW＝＝叫野・
Then，丘omtheidentification望J三Cの×Al（M），Wehave
別ノ〟Ⅳ（ダt，叫）＝－ ガPW（糾功）
＋孟i£＝。紺甑ut）・
Tb prove our results we willdivide proofsinto thefollowlng
threesections，
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4．1．Hilbert－PedersenfunctionalbrWeylstructures・
First，Wepreparethe丘rstvariationk）rmulaforthefunctional
HPW：qV→R whichis the conk，rmalgeneralization ofthe
Hilbert－EinsteinfunctionalHE：：！m→JR，gr－－－＋L4SyV。・From
theidentification幻J望mxAl（M），Wehave
月Plγ（酌，の£）
t＝。上郡と＋孟f＝。⊥恥
＝描よこ。酌ダ＋士魂±＝。Uタと＋烏亡＝。晋も
whereDgt，Dtaretheafnneconnectionscorrespondingtocouples
（gt，W），（g，Wt）∈mXAl（M），reSpeCtively・
ffere，WereCallthefollowlnghct・
Proposition4・1・（cf・lBes，p・63］）Lel（M，g）beaRiemannian
mαm帥Jd．rんeれ，娩eわわひれかγの㍗視α　0田β＝
t＝。5㌢＝△（traceダ瑚十百∇J∇九一〈柑ic∇〉タ，
wheresyisthescalarcuvatureoftheLevi－Civitaconnection∇
ofg，△istheLaplacianonC∞（M），6∇isthecodi鮎rentialofd∇
withrespecttogandh：＝（d／dl）lt＝。gtP
Lettei）覧1andte乏）Z＝1beorthonormallocalframefieldswith
respecttogandgt，reSpeCtively・WesetEi：＝（d／dt）It＝。e吾and
de丘neaik（l）bye豊＝∑芸＝1aik（t）ek・Then，Wehavethefollowing
brmula．
hemma4・2・凡γん＝＝（d／叫しこ。飢∈∫2（〟），WeんαUe
（4．3）　　　九（eのeJ）＋α訂（0）＋α〆（0）＝0・
Proqf．Di庁erentiatethebothhandsidesofe吾＝∑芸＝1aik（t）ek
atま＝0，Wehave
16
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（4・4）
71
包＝∑α詔0）eた・
人・－1
D臓rentiatethebothhandsidesofgt（e弼）＝6ijatt＝0．we
have
（4・5）　　　ん（eいeの＋ダ（風，eJ）＋ダ（ei，句）＝0・
By（4．4）and（4・5），Wehave
埴わeJ）＋α〆（0）＋α〆（0）＝0，
whichcompletestheproof．
hemma4．3．凡rα叩1一かmu∈Al（〃）α和　也mydeかmα如m
仇∈乳weゐαUe
孟！‘＝。鵬＝－〈ん，山叫ダ・
Proqf UsingEi＝∑芸＝laik’（0）ekandLemma4・2，Wehave
七＝瀬棚）
孟It＝。タと（姜ダt（欄，墓がt（棚）J＝1
‘＝OU（e豊）U（e乏）
i＝1
71
＝∑（U（現の（et）山（ei）U（瑚）
i＝1
7l
＝∑（α詔0）＋α詔0））U⑳U（el，eた）
豆，た＝1
7l
＝－∑埴硝）山⑳U（ei，eた）
i，た＝1
＝－〈ん，の⑱山〉タ，
whichcompletestheproof・
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NextformulaisimportantfortheHilbert－Pedersenfunctional
月Plγ：9か→R．
Proposition4．4．Fbranydqbrmationgt∈9Jt，Wehave
孟l£＝。チ∇ダfU＝芸〈硝m（∇U）〉タ，
ひんere勒m（∇U）（ズ，y）：＝（∇ズの）（y）＋（∇yu）（ズ）・
Proqf・FromlUr4，p・165］，atanyfiⅩedT∈M，WeCanChoose
thefollowingorthonormallocalframefieldstel）覧1andte君津＝l
Withrespecttogandgt，reSpeetively：
（4．6）　（∇ズei）（£）＝0，branyズ∈了も叫i＝1，…，m，
（4・7）（∇覧e餌£）＝0，branyg∈馬場i＝1pH㍉m
UsingEi＝＝（d／dt）lt＝。e吾and（4・7），Wehave
（4．8）
d
J∇㌻リ＝一面
d
‾面
71
亡＝。≡（∇陣吾）
71
t＝。∑〈e‡（の（翻一山（∇串））
豆ここ1
71　　　　　　　　m
＝－∑項山（et）主∑ei（の（瑚）・
豆＝1　　　　1＝1
By（4．6）and（4．7），Wehave
（4・9）　風（U（e五））＝（∇糾）（ei）＋U（∇β，eも）＝（∇説の（e高
（4調）　e3（U（現））＝（∇。IU）（哉）＋の（∇。，現）・
By（4・8）through（4・10），Wehave
（4．11）??
1き
mn　　　　　　　　71
∂∇9㌦＝－∑（∇EiU）（e豆ト∑（∇。一山）（風上∑U（∇。濁）
豆＝l i＝1　　　　　　　　　　3＝1
71　　　　　　　　　　　　れ
ニー∑沖押（∇U）（駄五ト‡ン（∇。茜）・
五＝1　　　　　　　　　　　　　　i＝1
Toshiyukilchiyanla
FromLemma4．2，Wehavethebllowlngeq－1ations：
（4・12）
r1　　　　　　　　　　71　　　　　　71
∑沖押（∇U）（且いe3）＝∑助m（∇項∑α詔0）eた，ei）
i＝1　　　　　　i＝1　　　た＝1
＝芸云（α誹）＋α謝）伽（∇項た，ei）
l，た＝1
＝一芸云栴eた）gym（∇U）（et，eの
豆，鳥＝1
＝寸ん，蜘（∇撮
By（4A）alld（4．6），Wehavethefbllowingequations＝
真山（∇湖＝∑U（∇el（差α謝））
m
3＝1
（4・13）　　＝云U（e7（α詔時た＋粛0）∇e，eた）
2，た＝1
＝0．
By（4．11）through（4・13），Wehave
乱＝。∂∇タとの＝吉〈摘m（∇の）が，
whichcompletestheproof・
FordeformationsSEgL，WehavethefbllowlngprOperty・
hemma4．5．凡rα喝同軸bⅧ血お肌飢∈坤，7〟eんαUe
（4・14）
孟l＝蝶の＝△（trace抑＋∂∇∂∇九
一〈晒C∇一芸（和一亜－2）U帥＋芸（m－1）gym（∇U）〉ダ・
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PrDOF FromPropositions3・7，4・1，4・4andLemma4．3，We
have
＝。瑳ダー一芸（和一榊－2）孟it。。l斬恒咄＝。∂∇gtu
＝△（traceタん）＋∂∇J∇ん
－〈埴∇一芸（几－1）（柁－2）U紬幸一1伽（∇U）〉タ，
Whichcompletestheproof．
FromLemma4．5，thefo1lowlngformulaholds：
Proposition4・6・只汀α明日栂毎mm払m（恥U）∈別×Al（〟）聖
野，Ⅶeんの化
上孟lf＝。酌＝－⊥〈植∇一芸（軸－2）血＋芸（叫輌∇U）〉ダ・
Proqf・Integratingthebothhandsidesof（4・14）andusingthe
GreenK）rrnulaonacompactmanifbld，Wehave
⊥
⊥
△（tr鑑e声梅＝0，
J∇∂∇ん＝
Whichcolnpletestheproof．
divタ（J∇姉ダ＝0，
Forde丘）rmationsSFt，WehaNethefollowlngprOperty・
hemma4・7・凡rαmyd小rmαわ0m的∈Al（〟），WeんαUe
（4・15）孟lま＝。辞＝一芸恒1）（m－2）〈叩，U〉，＋（m－1）∂∇叩，
ひゐeγeり：＝（d！叫f＝。Ut∈Al（〟）・
Proqf，Anyde払rmationDtisthetorsion一丘eea瓜neconnection
COrreSpOndingto（9，Wt）∈双×Al（M）三野．FromProposition
20
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3．7，Wehave
（4．16）
孟1土＝。貯＝一芸（れ－1）（れ－2息＝。ダ（叫，小恒1息＝。∂∇U‘
＝幸一1）（m－2）〈U，り〉ダー恒1息＝。∂∇ut・
Here，WenOtethat
（4．17）
孟lt＝。∂∇Ut＝一墓孟
1－1
71
t＝。（∇etut）（e豆）＝－∑（∇e漱ei）＝J∇り・
1＿L
By（4．16）and（4．17），WeCOmPletetheproof・　　　　　　□
Integratingthebothhandsidesof（4・15）andusingtheGreen
k）rmulaonacompactmanifold，Wehave
hemma4．8．月汀明日毎秒m用五m（タ，Ut）∈双×Al（〟）三野，
ひel乙αUe
描‘＝。恥＝一芸（犯一抽－2）⊥〈叩，U〉ダUダ・
Here，WereCallthefollowingformulaforavolumebrmV9＝
（4・18）　　孟1詔と＝芸〈柚Uタ，
wherev9tlSaCOn丘）rmaldebrmationofavolumebrmvgonM・
Thus，We Obtain thefirst variation fbrmulafor the Hilbert－
PedersenfunctionalHPW，uSing（4．2），（4．18），Propositions3・7，
4．6andlJemma4．8．
Theorem4．9．上e目礼C，β）ゐeαれ乃－d五meγはioれαJ，COmpαC吉，COm一
meCまed，0γ血血川晦両脚所最前兢鮎川軸ね押血胤的＝U㊥ダ・
21
凡γ娩e戌路erf－Pederge勘毎砲お肌日野脾：∬→R，Weゐ仇e
ガPW（仇，Uf）
売〈晒C∇一芸（純一伸一2）U的弓（れ－1）桝∇U）
一拍一芸（和一抽－2）帖（れ－1）∂∇U）ダ〉ダUタ
一芸（几－1）（九一2）上．〈恥舟タ・
恥ranyん：＝（d／d咄＝。ダ£∈52（叫andり：＝（d／刺し＝。U～∈
Al（〝），Wehave
Corollary4・10・上eま（〟，C，β）ぬα乃恥dimemS0mαJ，COmpαCf，
COmmeC細めoriemedWeyJmαm御dw娩兢e Weがe視αわomかダ＝
の⑳ダ・mem，αCO叩Je（タ，β）れ∬ねαCri由Cα軸0m扉挽かれe－
如mH〃ル：∬→Rかm Om転げか誠顔eg?
?
??
??
??
??
?． ??
???
∽ゐere“′∈Al（〟）料紙e1－かmcorr叩0花物わαⅥなかかuC視re
（タ，β）∈つか．
Thestructureofcriticalpointsisquitemysterious・Namely，
CriticalpointsoftheHilbert－Pedersenfunctionalonthespaceofall
WeylstructuresarethemixturesoftheEinsteinequation（vacuum
type）andthezerogaugeconditionwhichmcansthespace－time
manifoldM beRiccinat．
4・2・Yang－Millsful1CtioIlal丘汀Weylstructures．
WeshowthefirstvariationformulafbrtheconfbrmalYang－
Millsfunctionalwwwhichisaconformalgeneralizationofthe
StandardYang－Millsfunctional．
22
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Fromtheidentification野望9nxAl（M），Wehave
y〟W（弘の
‘＝。⊥l現Uダt＋孟lt＝。炉怖
＝描～＝。Iが肪＋伊は＝。Uタ‘＋烏＝。l軸タ，
whereDgLandDtaretheafnneconnectionscorrespondingtocou－
ples（gt，W）and（9，LJt）∈研×Al（M），reSPeCtively・
First，WeCalculate（d／dt）lt＝。IRD弔asfollows・Here，WeSet
At：＝Dl－DandDo：＝D．Then，Wehave
Lemma4．11」勧Ⅷ叩鶴∈Al（EndTl〟），WeゐαUe
月D－＝月β＋dpA＋裁∧A己，
Ⅷゐe7℃Aと∧A土∈A2（EndTT〝）妙em軸（At∧A±）（方，y）Z：＝
At（ズ）A£（y）Z－A亡（y）A亡（ズ）Z・
PrDqf，ForanyvectorfieldsX，㌫Z∈王（M），Wehave
（4・20）
が・（方，†つZ
＝月か（方，y）Z十かズ（At（y）Zトかy（Af（ズ）Z）＋A童（ズ）βyZ
－A‘（y）かズZ十At（ズ）（A童（y）Zトム（y）（Af（ズ）Z）－Al（［ガ，y］）Z・
Here，WeuSethefollowlngequations・
（4．21）　　かズ（Az（y）Z）＝（βガA≠（y））Z十Az（iつβズZ
（4．22）　　恥・（Al（ズ）Z）＝（βl′・A£（ズ））Z＋At（ズ）かyZ・
By（3刈，（4・20）through（4・22），Wehave
がf（耳y移＝点か（∬，y）Z＋dβAと（又，y）Z＋（A′∧Aま）（∬，y）Z，
whichcompletestheproof・　　　　　　　　　　　　　　口
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Proposition4・12・Fbranydeわrmation（9，Wt）∈9JtxAl（M）望
町，ぴeんαUe
孟」。l現＝〈掴（紺）－C2（（棚）牛（岬琳）鵜・
Proqf・By（2．1），Wehavethefollowingequationforanydebト
mationDICOrreSPOndingto（9，LJt）∈mXAl（M），
（4・23）βt＝∇尋梅－I紬七一Ut組），
WhereIdistheidentitytransformationof王（M）・
Di飴rentiatethebothhandsidesof（4．23），Wehave
（4・24）孟」。βt＝芸（廟－Id㊥り－り⑳坤
FromLemma4．11，Wehave
（4．25）
t＝。月βt＝孟1f＝。dβAt＝dp（孟土＝。A乙）＝dβ（急亡＝。β£）・
By（3・2），（4・24）and（4・25），Wehave
（4．26）
孟l£＝。嘲＝云2ダ（d∂（孟It＝。βt）（e硝）e㌦（ei，eJ）eた）
i，j，た＝1
＝2〈孟t＝。鋸か月か〉ダ
＝〈姉的TId⑳り－り⑳Id，6DRD〉。
几
＝∑〈ダ（e硝）り0一所）ei一り（el）ej，古刀が（el）eJ〉ダ
豆，ブ＝1
71　　　　　　　　　　　　　1l
＝∑〈両βが（e豆）eも〉ダー∑彿（鵬β（ei））rei〉ダ
i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝1
1l
－∑〈e誹が（撮〉ダ・
i＝1
Here，WenOtethat
24
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（4．27）
11　　　　　　　　　　　m
∑〈e誹が（撮〉タ＝∑り（eフ）〈ei，Jβ月当eJ）et〉タ
も＝1　　　　　　　　　　　　　豆，∫＝1
71
＝〈兢∑〈e豆，∂8月β（e擁）タeJ〉ダ・
i，j＝1
UsingDefinition3・1and（3・2）through（3・5），（4・26），（4・27），We
have
孟」。嘲＝〈掴（鋤〉誹を岬叫
1l
－〈り日，∑〈ei，絆が（ej）ei〉geJ〉ダ
寝＝1
＝〈掴（紺）一房（（紺）牛（岬琳）鶴，
whichcompletestheproof，　　　　　　　　　　　　　　□
Second，WeCalculate（d／dl）it＝。匿脚l芸。aSfbllows・
（4．28）
‘＝。1月当′＝云華e硝）eた戯凍た）
ね埴＝1
＋云2ダ（孟！£＝。月か鵠ej）eた，姉”eのeた）
り．．＝1
＋云2ダ（軸，ej）e誹（e硝）eた）
り．た二1
＋云2ダ（姉湖e誹（e硝）eた）
i，ブ，た＝1
＋云2ダ（姉t，e沸姉も，ej）eた）・
i，ブ，た＝1
25
TDcalculate（4．28），WeneedthebllowingPropositions4．13and
4．14．
Proposition4．13．ムe£（叫C，β）わeαれmd斎me71占われαJlγeyJmαか
砂はひ兢兢e Weが印加誠0mかダ＝山㊥ダαmdん：＝（d／d柚＝曲・
rゐem We　αUe
71
（1）∑2紳β（駄ej）eた，月当e豆，eJ）eた）ニー〈九，点か〉タ，
lJ，た＝1
71
（2）∑2碑か（e豆，ち）eた，月当e硝）eた）＝－〈ん，点か〉タ，
も，J，た＝1
∽磁re娩eSmmefr豆C2一触30γが∈ぶ2（〟）血　球れed軸
71
が（ガ，y）：＝∑月針ガ，e梢，eた）堵（羊el，eJ，eた）
軸，太＝l
Prod Sincetheproofoftheproperty（2）issimilarto（1），We
onlyprovetheproperty（1）・Using（4・3）andEi＝∑芸＝1a訂（0）ek，
wehave
n
∑2碑か脇，eゴ）eた，月か（e硝）e上）
iJ，た＝1
1l
＝∑（α詔0）＋項0））紳β（ehej）eた，が（ei，ej）e鳥）
lJ，り＝1
nI1　　　　　　　　　　　71
＝－∑九（ei，e瀬∑ダ（が（ehe漣摘）eg，∑タ（が（e豆，ej）e摘）et）
症り＝1　　　　　3＝1　　　　　　　　　　ま＝1
n
＝一云埴掴）（∑恥e榊姉御，eS））
i，J＝1　　　　　ブ，た，ざ＝1
Il
＝－∑柚，句）点β（ei，e‘）
り＝1
＝－〈ん，点β〉タ，
26
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whichcompletestheproof・
FbrtheremainedtermSin（4・28），Wehavethefollowingformula・
Proposition4．14．上eバ耳C，か）beα椚…短冊南開の断頭m∽一
秒J　び壷ん娩elγeが印加α如花かダ＝山㊥ダ・memひe　αUe
几
∑叫か（et，e∫）eた，兄か（e硝）eた）
i，ふた＝1
m
＋∑2ダ匝β（e硝）鯨が（e硝）e太）＝0・
豆，j，た＝1
1－m・こミ
have
UsingRD（ei，ej）ek＝∑仁19（RD（ei，ej）ek，eL）el，We
（4．29）
71
∑申β（eゎり）eた，月か（el，eのeん）
l，j，た＝1
＝云ん（＝頼甑ej）eた，e′）eh　頼甑e如）em）
m
も，1，たこ1　l＝1
ぱ
＝　∑　柚em）堵（eゎeJ，eた，eJ）月舘，eJ，eた，em）・
ね埴ムm＝1
UsingEk＝∑Z＝lakll（0）eland（4・3），Wehave
（4．30）
m
∑2碑か（eいeJ）且た，月か（e硝）eた）
i，j，た＝1
71
＝　∑2α招0）幽か（e硝）ehが（et，ej）eた）
iふり＝1
71
ニー　∑　埴た，e′）月締，eJ，e上，eS）月舘，eJ，eた，eS）・
再叫，5＝1
27
Fromtheproperty（2）inLeInma3．5，Wehave
（4・31）
呼（e梢，e′，eS）月針eゎeJ，e摘）
＝〈一月㌘（ei，e綿，e‘）－du（eゎe擁′）
×〈一月㌫e豆，eJ，e3，eた）一山（e硝）古の
＝月釣et，ej，eS，e′）月針eも，eJ，eS，eた）
＋月針et，eJ，eぶ，eJ）du（e硝）Jsた
＋月舘梢，eが，eた）du（e豆，再転＋血（eのeブ）2毎転．
Using（4・31）a・nd∑覧lh（es，eS）＝traCe。h，Wehave
（4・32）
m
∑／廟誹）呼（e豆，eJ，eljes）月㌘（eのeかeた，e5）
2，ブ末恒＝1
7も
＝　∑　柚，el）月舘，eJ，eS，eg）月舘，ej，eS，eた）
毎末恒＝1
m
十∑柚，e′）月舘，eJ，eた，eル（el，eブ）
i，J，り＝1
几
＋∑梅，e′）月舘，eJ，e′，eた）du（e硝）
も，ブ，り＝1
71
＋traceタん∑叫e豆，eブ）う，
7，J＝1
Notethat
月㌘（eゎeゎeた，e。十月β（eT，ej，eJ，eた）＝－du⑳ダ（eゎeJ，eJ，eた）．
Then，Wehave
28
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（4・33）
71
∑九（eた，eJ）月針e梢，e摘）du（e硝）
2，ブ，鋸＝1
71
＋∑姉川）月㌘（e梢，e′，eた）血（e硝）
軸，太，l＝1
m
＝　∑ん（eた，e′）（月舘，eJ，eた，e。十月か（eいeブ，e′，eた））du（e硝）
豆，j，た，l＝1
nll
＝－（∑柚硝））（．∑（頓諦2））
鬼＝1　　　　　　　8，ブ＝1
m
＝一traCeダゐ（∑血（ei，eの2）・
i，ゴ＝l
By（4．32）and（4．33），Wehave
（4・34）
ll
∑　ん（e太，e‘）ギ（e豆eJehe5）堵（eいeJ，eた，eS）
毎，叫，ぷ＝1
7l
＝　∑　梅，el）呼（e梢，eS，e′）月舘，eJ，e5，eた）
豆，J，り，3＝l
By（4，29），（4，30）and（4．34），Wehave
（4，35）
11
∑堰か（e硝）eた，月β（el，eJ）eた）
2，ブ，た＝1
’さ
＋∑2ダ匝β（e硝）βた，月β（e硝）eた）＝O
l，J，た＝1
Whichcompletestheproof．
2g
口
Tbcalculate∑芸7わ12ダ（（d／叫lz＝0がgf（e硝）e夫，月か（eゎeJ）eた）＝
2〈（d／d坤＝ORDgt，RDも，WeneedthebllowingLemmas4・15tllrOugh
4・17andPropositions4．18and4．19．Here，WeSetBt：＝Dgl－D
and上）釦：＝上）．
DoingthesimilarcalculationofLemma4．11，Wehavethefo1－
lowlngた汀mula．
hemma4・15．凡γ．昂∈Al（End（r〟）），WeゐαUe
舟卿＝」P十㌔哉＋哉∧βt．
Lemma4．16．
（4・36）
2〈孟土＝。月かクf，月β〉タ＝2〈孟t＝。∇釦紺〉ダ十〈刷甥〉，，
ひんereu（絆が）（方，y）：＝ダ（ud，∂βが（ズ）y）・
Pγ0扉　於omLemma4．15，Wehave
（4．37） t＝。月βタと＝dβ（孟£＝。β£）＝dβ（孟土＝。が斗
By（2・1），WehavethebllowingequationforDgt，
（4・38）Dgt＝∇gt・；W⑳9，－Id⑳u－W㊨Id・
Differentiatingthebothhandsidesof（4・38）andusing（4．37），We
have
（4．39） ま＝。月かタ‘＝dβ（孟i±二。∇弓山口⑳ん）・
By（4・39），Wehavethefollowingequations．
f＝。月Dg‘，属β〉ダ＝2〈dβ（孟if＝。∇弓U鱒⑳恒β〉ダ
＝2〈孟
30
£＝。∇少と，紺〉∴墓幽ej両か月甑eJ）
t，ブ＝l
＝2〈孟I£＝。∇ダt，∂か月β〉言恒（紺）〉タ，
ToshiYljkiIく油ivama
Whichcompletestheproof・
Here，WereCalltheKoszulbrmulaglVenby
（4．40）
2g（∇ズ㌫Z）＝ズ（ダ（㌫Z））十y（ダ（Z，∬）主Z（ダ（方，y））
＋ダ（ろ［方，y】）＋ダいつZ，判）一夕（若匿司）・
hemma4．17．
2〈孟18＝。∇タ・，紺〉ダ
m
ニ∑（（∇。湘eブ，eた）＋（∇。湖（eゎeト（∇㌦）（e硝））ダ（eた，∂βが（ei頼
り．上＝l
Proqf WesetT：＝（d／d舶＝0∇9e・By（4・40），thenwehave
（4．41）
独（∇銘Z）＝ズ（釣（㌫Z））＋y（ダl（Z，刈）一g（飢（ガ，y））
＋仇（射ズ，れ）十仇（羊［Z，司）－ダー（凰【省都・
Di鮎rentiatingthebothhandsidesof（4・41）att＝0，Wehave
（4．42）2g（7丈yZ）＝（∇ズ可（YZ）＋（∇γの（Z，ズ）－（∇Z可（ガ，y）・
By（4．42），Wehave
（4．43）
71
2〈孟l8＝。∇ダl，叫タ＝左舶et）ejっ紺（e豆）eJ）
m
＝．∑〈（∇e捕∫，∂∂姉2）e直（∇e灘か姉7）eJ，ei）
l，J＝1
一（∇棚（。，）。J柚eJ）〉・
First，WeCalculate∑i，j＝1（∇e．h）（eJ，6DRD（eJeJ）asbllows・
FromlUr4，p・165］，atany丘XedT∈M，WeCantakethefo110wing
orthonormallocalframe丘eldtei）Z＝lWithrespecttog＝
（4．44）　（∇ズei）（訂）＝0，branyズ∈馬場4＝1，‥・，れ・
31
Notethat丘）rany官，j，k＝1，…，nWehave
（4．45）
∇e誰姉査）eの＝（∇eん（絆が施）））eJ＋絆が施）∇硝
＝（（∇ek炉が）（ei恒β月か（∇eんei））eJ
＝（∇。詔が）（e7）eブ・
Using（3．1），（4A5）andDefinition3・1，Wehave
（4・46）
mll
乞（∇調，甜（e云）ej）＝．∑ei（∑ん（eJ，e油紺（。）ej））
も，J＝1　　　　　　　　　　　　毎＝1　ん＝1
記
－∑梅，e南（eた，（∇。一朗か）（ei）ej）
り・上＝1
ei（梅eた賄，∂β姉i）ej）主〈咄（∇伽か）〉タ・
In（4．46），Wehavethebllowingequationusing（3・1）andDe丘nition
3．1．
（4・47）
云e小高幽洒鞠）eJ））
．ノ、大ニ1
71
＝∑（∇。湖（ej，eゐ）ダ（eた，∂8月β（ei）eJ）
i，j，鬼＝1
IIIl
＋∑ん（eた，eJ）g（eた，∑（∇。ず月β）（e豆）eJ）
た，J＝1　　　　　　　　豆＝1
11
＝∑（∇轟）（eJ，e克）ダ（eた，古か月D（e豆）ej）＋くわ，窃（∇絆が）〉ダ・
lJ，太＝1
32
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By（4．46）and（4A7），WehaNe
（4．48）
n　　　　　　　　　　　　　　れ
∑（∇。湖（ej，JDが（ei）eの＝∑（∇。謝ej，eた）ダ（eた，拗∂（ei）ej）・
iJ＝1　　　　　　　　　　　　　iJ，た＝l
Inthesimilarw町，Weha．ve
（4・49）
沌　　　　　　　　　　　　　　m
∑（∇。J腑，鵬か（ei）ej）＝∑（∇湖（e豆，e鳥）ダ（e鳥，絆が（ei）eの・
lJ＝1　　　　　　　iJ，た＝1
Second，WeCalCulate∑㌫＝1（∇6DRD（el）。h）（ei・ej）asbllows・
Using（∇棚（。－）。擁i，ej）＝∑芸＝lダ（eた，棚（ei）ej怖れej）），
weh8Ve
（4．50）
∑（∇晒，）擁eJ）＝云血相（ei）eJ）（（∇誹e硝））・
71
lJ＝1　　　　　　　　　　　　　iJ，七三l
By（4．43），（4．48）through（4・50），Wehave
（4・51）
2〈急。＝。∇ダ脚β〉ダ
れ
＝∑2舟（ei）ej詔が（ei）り）
りこ1
71
＝∑（（∇e，柚e刷∇ej柚，eたト（∇誹k，ej））ダ（恥紺（ei）eブ），
U，七こI
whichcompletcstheproof．　　　　　　　　　　　　　　　□
To continue thecalculationof（4．51），We reCallthefollowing
brmula．
Here，fbranysymmetric2－tenSOrh∈S2（M），Wedefinethedifrbr－
entialopera・tOrAby
（4．52）
（Aん）（方，㌫Z）＝＝－（∇ガの（yZ）十（∇1′可（方，Z）＋（∇Z呵（方，y）
33
anddenoteitsformala萌ointoperatorwithrespecttogbyA＊．
Proposition4・18・（cfLlIch，Proposition4・31）Fbranyβ∈Zl（rM㊤
r㍉M守がrりげ）αmdα∈A⊥（EIld（T〟）），娩e　彿代れわαOpeuかA
ねe坪reβざe（αβかgoひざ：
（4．53）
（AIβ）（方，y）＝〈X，咄divタα）y〉ダー〈ズ，窃（∇α）y〉ダー〈方，q（∇α）y〉夕，
ぴんere（divタα）（ズ）y：＝∑覧1ダ（ei，（∇。‘α）（ズ）y）cndq（divダα）y：＝
∑覧1（（divダα）（ei）y）ei・
Next丘）rmulaisimportantofthefirstvaJiationformulaforthe
conformalYang－Millsfunctional1WW・
Proposition4．19．
2（孟l£＝。∇釦紺）＝（璃（div抑牛q（∇血生舶輌叫
びんerひeuβe娩e妙αは乃erlrO血cf（・，・）＝＝ん〈・，・〉ダ・
Proqf FromLemma4．17，Wehave
2（孟I£＝。∇ダl，∂β月牛⊥2〈急に。∇岬月β〉ダUg
（4・54）　＝左を（（∇謝e諦＋（∇e肺eた）
－（∇。謝（e豆，eの）ダ（e鬼，∂βが（ei）eJ）up．
Wesetα＝6DRDandβ（X，Y．Z）＝g（X，α（Y）Z）．
Using（4・52），thenwehave
（4・55）
（∇e刃（eJ，eた）＋（∇。謝（eゎe点上（∇。諭）（e盲，eJ）＝Aん（eた，e硝）
（4．56）
ダ（ガ，∂8月β（y）Z）＝β（ガ，㌫Z）．
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By（4．54）through（4．56），Wehave
2（孟l亡＝。∇タと，伽か）
＝左差1（（∇e柚e刷J柚た）
－（∇。諭）（e硝））ダ（ehβが（ei）eJ）のダ
（4．57） ＝接1Aん（e上，eheJ）β（eheいeJ）Uダ
＝（朋，β）
＝（ん，Aヰβ）
＝⊥くれ調〉ダUg
＝接妬ej）Aネβ（ei，ej）Ug・
Using（3．1），Proposition4，18andDefinition3・1，Wehave
（4．58）
．！：，
71
∑柚，eJ）〟β（e硝）鞄
りこ1
＝櫨輌（輌（ei両（∇柚e湖（∇賄e擁
＝（相（div抑牛鍬∇伽年小曲中
By（4．57）and（4．58），Wehave
2（孟It。。∇甲W牛（璃（div押上q（∇紺）－q（∇紺）），
Whichcompletestheproof．
35
Proposition4・20・hranyddormation（gt，D）∈町wehave
描と＝。酵悔
＝（ん，－2㌦＋軸Ⅴ卯年鍬∇鵬牛q（∇紺）山岡β））・
Proqf・ApplyingPropositions4．13，4．14andLemma4．16to
（4．28），Wehave
（4．59）
£＝。担β鵠＝云華e豆，eのe誹（ei，eのek）
tJ，た＝1
?
????㌍????
2ダ（孟It＝。月か鵠ej）eた，姉硝）eた）
2ダ（属β（航）eた，姉も，ej）eた）
2ダ（姉溝）eた，姉も，eJ）eん）
2ダ（叫e硝渦誹類糀擁）
＝〈九一一2が十の（∂β的〉ダ十2〈孟l£＝。∇伊月β〉ダ・
Integratingthebothhandsidesof（4・59），Wehavethefollowing
equationh・OmProposition4．19．
（4．60）
は。。Iが肪
＝（ん，－2㌦＋q（div卯年q（∇紺牛鍬∇鵬β）山西か）），
Whichcompletestheproof，　　　　　　　　　　　　　　　　□
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Thus，We Obtainthe丘rst variationformulabr theconk）rmal
Yang－MillsfunctionalYMW＝9D→取・
Theorem4．21．ムe£（〟，C，ガ）ゐe成れ臣d五me7柑0柁αhompαCま，COm－
れeCね（才，Oriemね（Weが間α円かはび壷ゐ娩eⅣeがeUα如花月ダ＝U⑳ダ・
rんem，かourcorかrmdl有明－〟池かmcわ0れαJy〃Ⅳ：∬→R，
ⅦeんαUe
1顆当彿湖）
＝－（相克か一昭トC拍軌β的
＋C去（∇∂β的＋Cま（∇鵬か上山（拙吟）
＋（硫C狩か均一C紳8月㌻）－（C紺か叫・）））りっ
hranyん：＝（叫咄＝。ダま∈g2（叫andり：＝（d／刺し＝。勅∈
Al（〟），WeObtain
Corollary4．22．ムef（〟，C，刀）beα和かdime71前0れαJ，COmpαCま，
conれeC£ed，Orie71£ed WeyJmαm妨ガ　相克ゐ兢e Weがe視αねompが＝
U⑳タ．me†之，αC叫殖（ダ，♪）五m野由αCri≠云CαJpoすれfo10WCOm一
秒間αJh氾ダー服血り前Cわ0γ－αJy〃W＝郵→凪げαれ　0嶋村正
βα転成eβ
2（点か一芸哨ダトC拍iv抑D）＋q（∇抽β）
＋C封∇JDが上山（∂βが）＝0，
C拍DがトC紳かがずト（C綽βが（・）））ロ＝0，
ぴんereCJ∈Al（〟）ね娩el一秒mco汀eβpO花物わαⅣeyhr視Cfure
（タ，β）∈！臥
The structure of criticalpoints ofour conformalYang－Mills
functional011thespace ofallWeylstructuresarethe mixtures
ofthefieldequationwiththeenergy一mOmentumtenSOraSSOCiated
toaconformalYang－Mills丘eldandsomekindoftraceequation
OfaconformalYang－Mills丘eld・
37
Finally，We Can Characterize criticalpoints ofour conformal
Yang－MillsfunctionalyMforWeylstructures．
Theorem4．23．Aββ視mefんαまαまripJe月〟，C，β）βα軸転用雛〆
娩e ogo相加ダCOm前わ0柁β：
（1）（〟，C，β）ね瓜か視r dimem50mαJco門亀αCま，CO7meC£ed㍉前－
em£ed㍉媚玩e叩m肋油壷j短融e払酢が汀脚亜混（ormoγe那花er－
α軸ひ壷　か－卯mJk戯cc云ね陀gOr），
（2）（凡才，C，β）igαか餌r d豆memSiomJcompαC亡，COmmeC吉ed，Ori－
emね坑慮れβわれ－Ⅳeがのりα和的柑び元　町αれね振mgCo出血－】ゐrたfe71β0γ，
（3）（叫C，β）ねQか視γ前me7－giomOJcompαC古，COmeC£ed，Oriemねd
CO71かrmα勒βα　月msk和一WeyJmαm姉Jd・
椚んeemeγ肝mOmemumk柁SOげ：＝2（点8－（1！4）1㌦蔚）＝0，
娩emαCOuがe（夕，β）ねαCr記血圧om o oUrCO71か川棚日払喝－〟のぬ
かmcわ0mαMWW0m野．
Proqf，FromTheorem3．13，theFaraday2－formdLJ＝0，Since
（9，D）isEinsteinTWeylanddLJ＝0，Dis（anti－）selLdualconnec－
tionbyTheorem3．9．Then，DisaYang－Millsconnectionbecause
usingProposition3・2andthesecondBianchiidentity，Wehave
（4．61）　∂8月か＝＊‾ldD＊属β＝－＊‾1㌦月か＝0．
Fromtheassumption，theenergymomentumtensoriszero，namely，
（4・62）　　で：＝2（点か－（1／4）Iが協）＝0・
FromCorollary4．22，（4．61）and（4・62），（g，D）∈9Disacritical
pointor†MW・
Thus，WeprOVethecase（1）．
FromTheorems3．150r3．16，theFaraday2－brmdLJ＝0．So，
uslngthesamediscussionsasabove，WeCanalsoprovethecases
（2）and（3）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D
FromTheorem4．26，Postulate4．27andCorollary4・29，WeCan
considerthesymmetriC2TtenSOrT＝＝2（点D－（1／4）lRDl；g）isan
energy－mOmentum tenSOrOnaWeylma・nifold・So，WeuSethis
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terminTheorcm4．23．Needlesstosay，ifann－dimensionalcom－
pactweylmanifold（M，C，D）withaYang－Millsconnectionanda
vanishingenergy一mOmentumtenSOr，（g，D）∈9Disacriticalpoint
ofourconformalYang－MillsfunctionalYMWon脚・
4．3，Einstein－Yang－MillsequationsonaWeylmanihld・
Weconsidertheco11PlingofagravitationalfieldandaYang－
MillsfieldonaWeylmanifold・Fromtheresultsofsections4・1
and4・2，WeObtainthefollowlngfirst variationfbrmulaforthe
Einstein－Yang－MillsfuctionalEYMW：鰯→政・
Theorem4．24．上eバ〟，C，β）わeαmm一成memβわ抑αJcompαCま，COm一
meCfed，抑前血‖顆直別両軸ね必用ね断面明朋如m軸＝の⑳ダ・
肋0餌rCOγかmαばれβわれ－陥れダー脱肛如面冊用朋ル＝∬→
R，ぴe／lαUe
孟I£＝。石川甑山£）
＝－（叫β一芸璃ダ）一房（divダ紺）＋C呈（∇紺）
＋q（∇∂β月牛山（拙呵一芸（れ－1）蜘（∇U）
＋芸（乃－1）（れ一2）U㊧山
一Ric∇弓（轟（れ一1）（…）一姫（和一1）痢）
＋（姉C拍内円一房（（∂β畔上（C拍β叫・）））日
弓恒1）（m一叫・
Henceforth，WeObtain
Theorem4．25．エet（叫C，β）みeαmm－d盲memβ豆omαJcompαCま，COm一
mec£ed，Oriemね　Weがmαれ小田び娩兢eWeがe㍊αわomβダ＝U⑳ダ・
mem，αC叫画（タ，β）れ班毎αCr虎icα軸0m01兢eEmSf由れ一陥乃ダー
肋取柄血間接馴げ＝灯→凪げαれ　0両げ正βαわ顔eβ
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（4．63）
中β一錘l雲ダ主q（div画か）璃（∇紺）＋瑚∇粕β）
二帯出豊忠霊岩
q（粕β主q（（鵬ゲ主（卵か畔・）））日
＋芸（几－1）（れ－2）Uけ＝0・
Next，WeCanCharacterizecriticalpointsofourconformalEinstein－
Yang－MillsfunctionalEMon9BusingtheEinstein－Yang－Mills
equation．
Theorem4・26・A跳me娩αα行函Je月叫Cβ）βαか錦eg0me可
紙e脚oWimダCOれd克omβ：
（1）（〟，C，∂）由αmm－dimemβio乃αJcomp叫COれmeC£ed，Or云em£ed
Weがmαれ御　α乃　αWeがcommeC加納かβαね崩eS娩e yαれ一崩Jb
いごI・り・－－・
（2）（叫C，ガ）ねαかrdぬemg云0mαJcomp叫COmmeC叫ori－
em叫（伊meSymme£r五C戯れざまe玩一WeyJmα陀的は（ormOregemer－
d毎視崩九月－pαrαJJeJ月iccife710訂），
（3）（〟，C，β）i…♪視γ前memSOmαJcomp叫COmeC叫orか
e醜めβ乃βfeか杯互がmαれ御dw娩Uαぬ軸Coね犯－もr机em0γ，
（4）（〝，C，∂）由αル祝rd互me朋iomJcompαC古，COmeCまed，Or云em£ed
CO7－かrlm鞠が旭丘短純血－1桁がmm的舷
ガ（タ，β）∈∬ゐdCr克ねα軸omま0！娩e和一Cね0mαgyはⅣ0花町
娩e7－娩eノoJJoW軸戯海南彿一陥れダー朋盲JJβSyβfe7mんoJdβ：
（4・64）
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Ric∇一芸弟‥中∇一
百∇月∇＝0．
：′一・、二ござ
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proqf Weset6DRb＝0inthesecondequationof（4・63），
thenwehaveは，＝0，namely，aWeylconnectionDcoincideswith
theLevi＿Civitaconnection∇．Fromthe＆rstequationof（4・63），
we have
2（点β一芸朝夕主Ric∇＋錘＝0，
whichprovesthecase（1）・
RomTheorem3．13，theFaraday2－formdLJ＝0・Since（9，D）
isEinstein－WeylanddLJ＝0，theYang－Millsequation6DBD＝O
holdsbythesamediscussionofTheorem4・23・Then，Wehavethe
sameEinstein－Yang－Mi11ssystemgivenby（4・64）whichprovesthe
case（2）．
FromTheorems3．150r3．16，theFaraday2－formdw＝OpUsing
thesamediscllSSionofTheorem4．23，WehavethesameEinstein－
Yang－Millssystem（4，64）whichprovesthecases（3）and（4）・Thus，
wecompletetheproof・　　　　　　　　　　　　　　口
Furthermore，underthesituationsofTheorem4・261Wehavethe
followinginfinitesimalconservationlaw（Corollary4・29）・Here，We
recallthefollowingPostulateinrelativitytheory（cf・lH－E，p・61］，
匿ri，p・260仕
p。Stulate4．27．（Leealconservationofenergyandmomentum－）
r磁e鵬fomβ卯Uer柁軸娩e乃¢fkrガeJゐα化g視C机αま娩ereezねね
αSymmerわ2一£e循β0γ脚dr，COJJed£んeem叩γ‾7mOme間m如gOr
何銭ひ最Cゐdepem血om娩elk肋，兢drcoUαrdmまderれα如e占αmd
娩emerわ，αmdw振Cん　αβ娩eproperわes：
1．rんe短30rTUαれね玩ぶOmαmOp和ge F材αmdoγも転げαJl娩e
mαfferβeJdsUαm由ん0mぴ・
2．rんeわはOrT　αSUαm由軸diUe㌣emCらmαme毎，div97＝0・
rIbproveCorollary4・29，Weneedthefollowingfamousformula・
hemI？a4・28月Petlp・33］ムe月〃，ダ）かeαれ乃一繭ems加dJ短一
mαれ和名αmmα印的Jdの通∇娩eムeU－CuねcomれeCわom可ダ・乃e勒
振牒曲面軌か仰山短抽：
divダ（Ric∇一鉢）＝0・
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UsingTheorem4・26andLemma4・28，Wehavethebllowlng
conservationlaw．
Corollary4・29・Aβ紬me娩ααr函如（〟，C，刀）βα出頭eS0me可
娩eわJowmダCO花成玩0氾ざ：
（1）（〟，C，β）豆日和れ－d盲memS五0れαJcompd叫CO柁meC£ed，Orie柁fed
WeyJmαm姉はαmdαWeがcoれmeC如円か細寝所eざ娩e yαれダー戯Jb
e視α弱0m，
（2）（叫C，ガ）彿αか餌r前mem30mαhomαCと，COmmeC叫or五一
用ぬめ吼師眠阜押糟粕雨C励海南元一1γeyJmα和的Jd（0rmOregemer－
α梅山仇か－pαrαgJe用豆ccHe71gOr），
（3）（叫C，刀）ねαか視r前mれ80md compαCf，COmmeCfe40わー
e柁fe坑居れβわれ一肌軒加頑棚減肋矧血短再加短一陥r机e71SOr，
（4）（〟，C，ガ）由αか視r前memSOmαhompαC亡，COmmeCね吼orie陀kd
COかrmα晦βα戯れ雨eim－WeyJm肌的は．
〝（タ，か）∈汀ねαCr葎血圧oi和げ娩eかれCがomαLだ肘Ⅳ　脚→
政，娩el－We　αUe兢eわJbWim再びれ克eSmαJco朋erのαわ0mα棚：
（黒船0’
Proqf，FromTheorem4．26，Wehave
（4・65）
・に，…一一一、
一芸市＝中か一芸璃ダ），
∇．
rrhkingdivergenceofthebothhandsidesofthefirstequationin
（4・65）andusingLemma4．28，Wehave
div。（RD－tlRDl：g）＝芸div。（Ric∇一芸syg）＝0，
Whichcompletestheproof．
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FromTheorem4．26，Corollary4．29andPostulate4・27，WeCan
TnderstandthatthesymmetriC2－tenSOrT：＝2（RDT（1／4）鴫g）1nOurreSultsisanenergy－mOmentumtenSOrOnaWeylmanibld・
Finally，WegrVeaneXampleofcriticalpointsofourconfbrmal
Einstein－Yang－MillsfunctionalforWeylstructuresandaremark・
Example4．30．Let（M，9）beann－dimensionalEinsteinmanyold
棚豆また…αm豆ざん軸em叩y一mOmem紬m£emsorαmd∇娩eエe前－Cれ壷b
commec壷om可．r磁乃言タ，∇）∈野ねαCr記ねα母0m可娩e umC一
症用の五γMW：∬→R．
FbrtheLevi－Civitaconnection∇，WereCallthefollowlngfact
（cfつBou，p・20］）・
AnyEinsteinmetricghasaharmoniccurvatureR∇，aCCOrdingly・
（4．叫　　　　　　　∂∇月∇＝0・
Fromtheassumption，Wehaveavanishingenergy一mOmentumten－
SOr，namely，
（4・67）　　で＝＝点∇一拍∇l冨ダ＝0・
SinceglSanEinsteinmetricg，thefo1lowingEinsteinequation
holds：
（4・68）　　Ric∇一鉢＝0・
FromTheorem4．25and（4．66）through（4・68），aCOuPle（9，∇）∈∬
isacriticalpointofElWW・
Remark4．31．エeま（叫ダ）わeαm几一着mmSわれαJcompαC Weが
mOm的J W娩兢e Weがe鵬如mβダ＝U⑱ダ・〝紙e eれe閑一
m。me肋m加0γT：＝2（点8－（1／4）国書）＝0，伽30g視－
わomS01娩e且れβねm－y昭一〃祝日郷両肌（4・64）mr磁0rem4・26
αre∫Cゐひα7・ZβC振相加ed ouわ0柁gumdeγ娩e　有れダー朋硯主節肱
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